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摘要

本文研究考慮資產流動性與交易成本的最適資產配置問題：給定由高流動性、低報酬與低流動性、高報酬
兩種資產組成並存在資產互轉交易成本之市場，資產有下界且保費收入滿足雙態 Poisson 隨機過程之條件
下，藉由數值求解相伴的 Hamilton-Jacobi-Bellman（HJB）方程式獲得不同保費收入與各資產規模水平
之最適分紅與提存規則。
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1. 研究動機與緒論

資產配置是現代保險業永續經營的最核心問題之一。因應國內外長期低利率、低收益率之投資環境與
主管機關之積極監理作為，保險業在保費收入與投資績效上面臨巨大壓力。中華民國人壽保險商業同業公
會日前公佈，民國 109 年一至四月壽險業總保費收入較去年同期減少 12.4%，其中新契約保費收入更是減
少 41%，而傳統型與投資型新契約保費收入減少幅度相同。在美國聯準會降息 6 碼的背景下，占傳統型契
約大宗的利變保單宣告利率因為外部環境變化大幅降低，七月開始實施的監理措施亦規定此宣告利率需貼
近實際債市利率水準；占投資型契約相當比例之目標到期債券基金依新規定只准投資 BBB+ 等級以上之
債券，且數量不得超過基金淨值 40%。面對以上種種挑戰，正確有效的管理決策至關重大。

連續財務架構下的最適資產配置問題牽涉到複雜的非線性 Hamilton-Jacobi-Bellman（HJB）方程式，
惟少數特殊情形下可能取得理論封閉解 — 學者往往在簡化問題設定以求得理論封閉解與加入實際考量
而以數值方法求解兩種模式間做選擇。Dixit and Pindyck (1994); Stokey (2009); Sethi (2019) 充分展
示 HJB 方程式理論封閉解在經濟問題上的深刻應用，Barles et al. (1995); Crandall (1997); Fleming
and Soner (2006); Touzi (2013); Kushner and Dupuis (2001); Yong and Zhou (1999); Bardi and
Capuzzo-Dolcetta (1997) 廣泛探討 HJB 方程式的數學理論與數值方法。

最適資產配置問題之重要性充分反映在保險學界研究文獻的可觀數量上；Chang and Li (2004);
Chang et al. (2005); Hwang et al. (2014); Huang (2005); Huang and Lee (2010); Chang et al.
(2002) 與 Hipp (2004); Hipp and Plum (2000, 2003); Yang and Zhang (2005); Delong (2019); He
and Liang (2015) 等等文章為最適資產配置問題種種面向之縮影。其中與本文意旨與求解方式最接
近的是 Chang et al. (2005)，使用 Kushner and Dupuis (2001) 的馬可夫鍊近似法（Markov chain
approximation method, MCAM）並配合基因演算法（genetic algorithm）求取最適資產配置規則，但
Chang et al. (2005, Figure 3) 顯示的計算結果有頗多疑問，各最適資產部位隨時間變動之劇烈亦使實際
操作無法進行。1
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1觀察 Chang, Tsai and Hung (2005, Figure 3) 圖形結果，圖中最適之國內股票投資部位在 ±2 間劇烈震盪，亦即要在
最短時間內不計交易環境許可與否來回買賣兩倍部位，交易成本巨大。該文模型應該存在 HJB 方程式之某種程度的平滑黏滯
解，顯然數值結果有誤。本文理論模型求得之最佳分紅與提存量數值解可驗證為平滑。
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本文參考 Kaplan and Violante (2014); Kaplan et al. (2018) 建構應用於保險業的資產模型：給定
由高流動性、低報酬與低流動性、高報酬兩種資產組成並存在資產互轉交易成本之市場，資產有下界且保
費收入滿足連續時間雙態馬可夫鍊過程之條件下，計算不同保費收入與各資產規模水平之最適分紅與提存
規則。在此最適化目標為最大化效用函數期望值，對比 Hipp and Plum (2000); Yang and Zhang (2005)
的最小化破產機率與 Huang (2005); Huang and Lee (2010) 的最大化資產負債比或最大化資產期望值 /
最小化資產變異數等準則。本文其餘章節安排如下：在詳細敘述資產模型與最適資產配置問題並推導出此
問題下的 HJB 方程式後，我們敘述此 HJB 方程式的一個依據 Barles and Souganidis (1991) 理論的數
值解法；選定參數求解並詳細呈現數值結果，最後是結論與未來展望。

2. 模型

基金管理者 / 保險人每期收受現金 / 保費 z，投資存放於兩種資產 x, y — 資產 x 流動性低，而報酬
率 rx 高，y 流動性高，但報酬率 ry 低於 rx — 並配發分紅 c 給基金投資者 / 被保險人。資產 y 與資產
x 間的互換透過提存 d，資產變換之交易成本為 χ(d, x)。據此我們建立以下的模型（變數下標 t 顯示與時
間的相關性）：

dxt = (rx xt + dt) dt
dyt = (ry yt + zt − ct − dt − χ(dt, xt)) dt

(1)

其中，現金 / 保費收入 z 滿足連續時間雙態馬可夫鍊過程：zt ∈ {z1, z2}, 常數 z2 > z1 > 0 並滿足

P (zt+∆t = z1 | zt = z1) = 1− λ1∆t+ o(∆t)

P (zt+∆t = z2 | zt = z2) = 1− λ2∆t+ o(∆t)

P (zt+∆t = z2 | zt = z1) = λ1∆t+ o(∆t)

P (zt+∆t = z1 | zt = z2) = λ2∆t+ o(∆t)

(2)

上式中 ∆t � 1，o(∆t) → 0 當 ∆t → 0，且 0 < λ1, λ2 < 1 為與時間 t 無關的常數2。令交易成本函數為

χ(d, x) = χ0 |d|+
χ1

2

(
d

x

)2

x, χ0, χ1 > 0 (3)

其中第一項 χ0 |d| 代表正比於移轉量之固定成本，第二項 χ1

2

(
d
x

)2
x 為正比於移轉量 / 流動性資產比值平

方與流動性資產之交易成本。再者，x, y 有下界3 ：

xt ⩾ x > 0, yt ⩾ y > −∞. (4)

給定效用函數 u，在模型 (1)，(2)，(3)，(4) 下的最適資產配置問題亦即求解最大化效用函數期望值

J (x, y, z, c, d) = E0

{∫ ∞

0

e−ρtu (ct) dt
}
, ρ > 0 (5)

的最適分紅 c⋆ 與提存 d⋆；常數 ρ 為效用折現因子，衡量未來時點的效用從現在時點看來的滿足程度。令

v(x, y, z) = max
c, d

J (x, y, z, c, d) (6)

2現金 / 保費收入 z 在 z1, z2 間變動，變動規則（機率分佈）由 (2) 決定。
3若 x, y 無下界，公司負淨值至一定程度後，依台灣現行公司法第 211 條，董事會應即聲請宣告破產，否則違法。本文所設

之 x, y 上下界限制範圍如表 2，限制上下界在數值求解上有數學必要性，但上下界為何（有限）值不影響求解可能性。流動性
低資產可想做是地產，流動性高資產可想做是現金 — 現金部份可能為負（負債），但地產就是擁有與未擁有（不考慮抵押質借）。
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由 Bellman 動態規劃原理（Sethi (2019, 12.1)，Fleming and Soner (2006, III.9)），v(x, y, z) 滿足
HJB 方程式

ρ v(x, y, z) = max
c, d

{
u(c) + vx(x, y, z) (r

xx+ d) + vy(x, y, z) (r
y y + z − c− d− χ(d, x))

+
∑
z′ ̸=z

z′∈{z1,z2}

λ(z, z′) (v(x, y, z′)− v(x, y, z))
}

(7)

其中，vx(x, y, z) ≡ ∂v(x,y,z)
∂x

，vy(x, y, z) ≡ ∂v(x,y,z)
∂y

，λ(z1, z2) = λ1，λ(z2, z1) = λ2；(7) 大括弧內項分
別對 c, d 微分並取為零可得一階條件

u′(c)− vy(x, y, z) = 0 (8)
vx(x, y, z)− vy(x, y, z) (1 + χd(d, x)) = 0 (9)

令效用函數 u 為

u(c) =
c1−γ

1− γ
, γ > 0 (10)

由交易成本函數 χ(d, x) 表示式 (9)

χd(d, x) ≡
∂χ(d, x)

∂d
=

{
χ0 + χ1

d
x

d > 0

−χ0 + χ1
d
x

d ⩽ 0
(11)

由 (8), (10) 可得最適分紅 c⋆

c⋆ = (u′)−1(vy(x, y, z)) = vy(x, y, z)
− 1

γ (12)

此後我們使用記號

f+ = max(f, 0), f− = min(f, 0)

顯然 f = f+ + f−。由 (9), (11) 可得最適提存 d⋆

d⋆ = (d⋆)+ + (d⋆)− =

((
vx(x, y, z)

vy(x, y, z)
− 1− χ0

)
x

χ1

)+

+

((
vx(x, y, z)

vy(x, y, z)
− 1 + χ0

)
x

χ1

)−

(13)

3. HJB 方程式理論與數值解法

非線性 HJB 方程式 (7) 在一般情況下往往沒有古典解（所得解在求解區域內非處處可微分，可能有尖
角等等）；黏滯解（viscosity solution）概念（Crandall et al. (1992)）的引入完備了數學理論，而 Barles
and Souganidis (1991) 的文章提供了求 HJB 方程式黏滯解的一般算法。考慮二階偏微分方程式

F (D2v, Dv, v, x) = 0 ∈ U (14)

其中 U 為 U ⊂ Rn 的封閉集，v : U 7→ R 與 F : Sn ×Rn ×R×U 7→ R 為局部有界函數，Sn 為 n× n
對稱矩陣形成的線性空間，D2v、Dv 分別為 v 的二階導數矩陣與梯度向量。給定函數 f : C 7→ RN，
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其中 C ⊆ RN 為閉集，定義相關的上半連續（upper semicontinuous）函數 f ⋆ 與下半連續（lower
semicontinuous）函數 f⋆ 為

f ⋆(x) = lim sup
y→x; y∈C

f(y), f⋆(x) = lim inf
y→x; y∈C

f(y). (15)

我們稱 v : U → R 為 (14) 的下黏滯解（viscosity subsolution），如果對所有使得 v⋆ − φ 在 x ∈ U 有
局域最大值的函數 φ ∈ C2(U) 與點 x，

F⋆(D2φ(x), Dφ(x), φ(x), x) ⩽ 0 (16)

同樣的，我們稱 v : U → R 為 (14) 的上黏滯解（viscosity supersolution），如果對所有使得 v⋆ − φ 在
x ∈ U 有局域最小值的函數 φ ∈ C2(U) 與點 x，

F ⋆(D2φ(x), Dφ(x), φ(x), x) ⩾ 0 (17)

如果 v : U → R 同時為 (14) 的上黏滯解與下黏滯解，我們稱 v 為 (14) 的黏滯解。令

S
(
δ, x, vδ(x), vδ

)
, ∀x ∈ U (18)

為(14) 的近似模式並滿足

•（單調性）若 v ⩾ ṽ，則

S(δ, x, t, v) ⩽ S(δ, x, t, ṽ) ∀δ > 0, x ∈ U, t ∈ R. (19)

•（穩定性）對所有 δ > 0 都存在 (18) 的均勻有界解 vδ。

•（一致性）

lim sup
y→x; δ, ξ→0

S
(
δ, y, φ(y) + ξ, φ+ ξ

)
δ

⩽ F ⋆
(
D2φ(x), Dφ(x), ϕ(x), x

)
lim inf

y→x; δ, ξ→0

S
(
δ, y, φ(y) + ξ, φ+ ξ

)
δ

⩾ F⋆

(
D2φ(x), Dφ(x), ϕ(x), x

) (20)

•（強唯一性）若 ṽ, v 分別為 (14) 的上、下半連續解，則 ṽ(x) ⩽ v(x), ∀x ∈ U。

則近似模式 (18) 的解 vδ, δ → 0 局域均勻收斂到 (14) 的唯一黏滯解（Barles and Souganidis (1991,
Theorem 2.1)）。以下我們描述這樣的一個使用上風有限差分（upwind finite difference）與迭代的解
HJB 方程式 (7) 與連帶的 (12)、(13) 的近似模式。

令 xi, i = 1, 2, . . . , I、yj, j = 1, 2, . . . , J、zk, k = 1, 2, . . . , K （在此 K = 2）為方程式求解區域之
格子點，函數 v 在格子點 (xi, yj, zk) 的值記作 vi,j,k ≡ v(xi, yj, zk)。由此 (7)、(12)、(13) 可分別寫作

ρ vi,j,k = u(ci,j,k) + vx i,j,k

( ≡ sxi,j,k︷ ︸︸ ︷
rxi,j,kxi + di,j,k

)
+
∑
k′ ̸=k

λk,k′ (vi,j,k′ − vi,j,k)

+ vy i,j,k

( ≡ sci,j,k︷ ︸︸ ︷
ryi,j,k yj + zk − ci,j,k

≡ sdi,j,k︷ ︸︸ ︷
−di,j,k − χ(di,j,k, xi)

)
︸ ︷︷ ︸

≡ syi,j,k (= sci,j,k + sdi,j,k)

(21)
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與
ci,j,k = (vy i,j,k)

− 1
γ

di,j,k =

((
vx i,j,k

vy i,j,k
− 1− χ0

)
xi

χ1

)+

+

((
vx i,j,k

vy i,j,k
− 1 + χ0

)
xi

χ1

)− (22)

令
sxi,j,k ≡ rxi,j,kxi + di,j,k

sci,j,k ≡ ryi,j,kyj + zk − ci,j,k

sdi,j,k ≡ −di,j,k − χ(di,j,k, xi)

(23)

則 (21) 可寫作

ρ vi,j,k = u(ci,j,k) + vx i,j,k s
x
i,j,k + vy i,j,k s

c
i,j,k + vy i,j,k s

d
i,j,k +

∑
k′ ̸=k

λk,k′ (vi,j,k′ − vi,j,k) (24)

方程式中微分項 vx i,j,k 可以前向差分 vF
x i,j,k 或後向差分 vB

x i,j,k

vF
x i,j,k =

vi+1,j,k − vi,j,k
xi+1 − xi

, vB
x i,j,k =

vi,j,k − vi−1,j,k

xi − xi−1

(25)

來表示；vy i,j,k 可以前向差分 vF
y i,j,k 或後向差分 vB

y i,j,k

vF
y i,j,k ≡

vi,j+1,k − vi,j,k
yj+1 − yj

, vB
y i,j,k ≡

vi,j,k − vi,j−1,k

yj − yj−1

(26)

來表示。ci,j,k 與 di,j,k 是 vx i,j,k、vy i,j,k 的函數，同樣有前後向差分版本。上風差分法提供了帶係數微分
項選擇前後向差分版本的方式：舉例來說，帶係數微分項 v′(xi)s(xi) ≡ v′isi 在上風差分法原則下將寫作
v′isi ≈

vi+1−vi
xi+1−xi

s+i + vi−vi−1

xi−xi−1
s−i — 係數為正則取前向差分，為負則取負向差分。從此原則出發，定義

cB
i,j,k = (vB

y i,j,k)
− 1

γ , cF
i,j,k = (vF

y i,j,k)
− 1

γ (27)

與

dBB
i,j,k =

((
vB
x i,j,k

vB
y i,j,k

− 1− χ0

)
xi

χ1

)+

+

((
vB
x i,j,k

vB
y i,j,k

− 1 + χ0

)
xi

χ1

)−

dBF
i,j,k =

((
vF
x i,j,k

vB
y i,j,k

− 1− χ0

)
xi

χ1

)+

+

((
vF
x i,j,k

vB
y i,j,k

− 1 + χ0

)
xi

χ1

)−

dFB
i,j,k =

((
vB
x i,j,k

vF
y i,j,k

− 1− χ0

)
xi

χ1

)+

+

((
vB
x i,j,k

vF
y i,j,k

− 1 + χ0

)
xi

χ1

)−

dFF
i,j,k =

((
vF
x i,j,k

vF
y i,j,k

− 1− χ0

)
xi

χ1

)+

+

((
vF
x i,j,k

vF
y i,j,k

− 1 + χ0

)
xi

χ1

)−

(28)

以及
dB
i,j,k =

(
dBF
i,j,k

)+
+
(
dBB
i,j,k

)−
dF
i,j,k =

(
dFF
i,j,k

)+
+
(
dFB
i,j,k

)− (29)

得到
sdB
i,j,k = −dB

i,j,k − χ(dB
i,j,k, xi)

sdF
i,j,k = −dF

i,j,k − χ(dF
i,j,k, xi)

(30)
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與
scB
i,j,k = ryi,j,kyj + zk − cB

i,j,k

scF
i,j,k = ryi,j,kyj + zk − cF

i,j,k

(31)

另外令
d̃ B
i,j,k = dBB

i,j,k 1{sd B
i,j,k<0} + dFB

i,j,k 1{sd F
i,j,k>0}

d̃ F
i,j,k = dBF

i,j,k 1{sd B
i,j,k<0} + dFF

i,j,k 1{sd F
i,j,k>0}

(32)

則

vx i,j,k s
x
i,j,k = vB

x i,j,k

(
d̃ B
i,j,k

)−
+ vF

x i,j,k

((
d̃ F
i,j,k

)+
+ rxi,j,kxi

)
(33)

綜合以上，HJB 方程式 (7) 的差分模式 (24) 將寫作

ρ vi,j,k = u(ci,j,k) + vB
x i,j,k

(
d̃ B
i,j,k

)−
+ vF

x i,j,k

((
d̃ F
i,j,k

)+
+ rxi,j,kxi

)
+ vB

y i,j,k

(
scB
i,j,k

)−
+ vF

y i,j,k

(
scF
i,j,k

)+
+ vB

y i,j,k

(
sdB
i,j,k

)−
+ vF

y i,j,k

(
sdF
i,j,k

)+
+

K∑
k′ ̸=k

λk,k′ (vi,j,k′ − vi,j,k)

由此可得一個滿足 Barles and Souganidis (1991) 理論的迭代近似模式（除末項外略去下標 i, j, k，並以
上標 n 表示迭代期數）

vn+1 − vn

δ
+ ρ vn+1 = u(cn) + vBn+1

x

(
d̃ Bn

)−
+ vFn+1

x

((
d̃ Fn

)+
+ rxxi

)
+ vBn+1

y

(
scBn

)−
+ vFn+1

y

(
scFn

)+
+ vBn+1

y

(
sdBn

)−
+ vFn+1

y

(
sdFn

)+
+

K∑
k′ ̸=k

λk,k′
(
vn+1
k′ − vn+1

k

)
(34)

與起始值

v0 =
1

ρ

(
w + ry(y)y + rxx

1− γ

)1−γ

(35)

4. 數值範例

我們使用表 1、2 之參數進行計算。圖 1 顯示不同固定 / 變動交易成本因子下移轉資產量與交易成本
的數值關係：交易成本函數 (3) 的形式反映出交易成本增加幅度大於移轉資產量增加 — 資產量越大，變
現越困難 — 的普遍常識。圖 2 顯示在選定高流動性資產水平下，最適分紅與低流動性資產量的變化曲線
（資產越高，分紅自然越多）。圖 3 顯示最適分紅與低流動性資產關係形成的變動區域：在任何高流動性資
產水平下最適分紅均由此區域覆蓋。圖 4 顯示在選定高流動性資產水平下，最適提存與低流動性資產量的
變化曲線（高流動性資產越少，從低流動性資產提存量越多）。圖 5 顯示最適提存與低流動性資產關係形
成的變動區域：在任何高流動性資產水平下最適提存均由此區域覆蓋。圖 6 顯示在選定低流動性資產水平
下，最適分紅與高流動性資產的變化曲線（資產越高，分紅自然越多）。圖 7 顯示最適分紅與高流動性資產
關係形成的變動區域。圖 8 顯示在選定低流動性資產水平下，最適提存與高流動性資產量的變化曲線（低
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流動性資產越多，從低流動性資產提存量越多）。圖 9 顯示最適提存與高流動性資產關係形成的變動區域。
圖 11 與圖 10 分別顯示在低保費收入與高保費收入下，對應於不同資產組合之最適分紅與最適提存；圖
3、5、7、9 即為圖 11、圖 10 分別對低流動性資產方向與高流動性資產方向的垂直二維投影。

以上所得的數值結果圖形與參數選擇密切相關，看似單純的小小參數變動都有可能使問題從收斂變為
無法求解，特別是在報酬率 rx、ry，折現因子 ρ，與交易成本 χ0, χ1 這幾個參數上。原因很清楚：交易成
本造成資產流動性差異。若報酬率差別小加上高交易成本，自然抑制資產移轉；若報酬率差別大加上低交
易成本，資產勢必大量移轉至高報酬率者。

參數 數值 定義

γ 2 CRRA 效用函數風險偏好
rx 0.057 低流動性資產報酬率
ry 0.02 高流動性資產報酬率
ρ 0.048 折現因子
χ0 0.04 固定交易成本因子
χ1 8 變動交易成本因子
z1 3.6 低保費收入值
z2 4.4 高保費收入值
λ1,2

1
3

低保費收入變高機率
λ2,1

1
3

高保費收入變低機率

表 1: 本文模型參數。

參數 數值 定義

x 0 低流動性資產下界
y 0 高流動性資產下界

xmax 100 低動性資產上界
ymax 50 高流動性資產上界

δ 100 迭代法參數
I 200 低流動性資產分割數
J 250 高流動性資產分割數

niter 100 最大迭代次數
10−8 精確度準則

表 2: 本文計算用參數。

5. 結論與未來展望

本文探討一個考量資產流動性、交易成本與資產價值有下界的雙資產模型之最適資產配置問題，並以
數值方法求解此問題衍生的 HJB 方程式，最終得出在各資產水平下的最適分紅與提存規則。透過研究此
問題的數值解我們發現模型參數對於數值解的影響巨大，部份原因在於最適化條件 (5) — 選取此最適化條
件即為研究不隨時間變化的穩定平衡狀態下的分佈。若取有限而非無限大的觀察期間，(5) 將為時間 t 的
函數，且必須給予在觀察期間結束點的邊界條件以求解。由於保險業特殊的資產負債長期存續性質，研究
穩定平衡狀態下的最適資產配置問題依然符合現實。我們使用的參數部份擷取 Kaplan et al. (2018) 透過
複雜總體經濟模型與美國資料推估校正的數值，若要使我們的研究模型更能貼近本土實際情形，自然需要
針對台灣資料重複此一過程。

為簡單起見，本文中的保費收入滿足連續時間雙態馬可夫鍊過程（K = 2）。使用同樣的演算法，我們
可馬上推廣得出在其他 K 值下的結果。若保費收入滿足擴散過程（diffusion process），則 (7) 中大括弧
內最後一項將基於 Bellman 動態規劃原理以 Itô 引理做部份修改，迭代近似模式 (34) 亦做相對應的更
動。其他可能的模型修改還包括了不同的成本函數引進 — 比如目前的二次方型可換成其他指數型以保持
成本函數的凸性（convexity）— 與資產數量的增加。由於熟知的維數災難（curse of dimensionality），
偏微分方程式在自變數數量增加的狀況下必須選取特殊解法；稀疏格點（sparse grid）近似法是許多文章
研究的方向之一。我們將在日後的文章闡述以上的推廣結果。
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圖 1: 轉移資產比例與交易成本圖示。
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圖 3: 固定高流動性資產下，最適紅利與低流動性資產之變動區域：低保費收入（上）與高保費收入（下）。
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圖 5: 固定高流動性資產下，最適提存與低流動性資產之變動區域：低保費收入（上）與高保費收入（下）。
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圖 7: 固定低流動性資產下，最適紅利與高流動性資產之變動區域：低保費收入（上）與高保費收入（下）。
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圖 9: 固定低流動性資產下，最適提存與高流動性資產之變動區域：低保費收入（上）與高保費收入（下）。
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